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摘要    对于参数在两类区间内变化的 Lorenz 系统无穷族和两类新的 Lorenz 型

混沌系统, 首次提出全局指数吸引集的概念, 且给出此类集的指数吸引估计式. 
作为推论囊括了现有文献中关于Lorenz族全局吸引集的所有结果为特例, 且简化

了前人的复杂证明, 特别对于 1b +→ 和 0q +→ 等前人方法失效的奇异情形, 也得

到圆满解决.  

关键词    Lorenz 系统族  全局指数吸引集  Lagrange 稳定性  广义 Lyapunov

函数 

对于著名的 Lorenz 系统 
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已有文献 [1~5]阐明其有重要的理论意义和应用价值. 文献 [6]因解决了 21 世纪著名的Smale第
14 问题而备受人们关注. 文献中提到, 从微分方程(1)本身摄取吸引子的信息是极端困难的, 
已有的结果大都是计算机仿真, 直到 2002年, 文献 [4]才报道了文献 [6]从数学理论高度严格地

论证了Lorenz蝴蝶吸引子的存在性的信息.  
这里, 先简略地概述方程(1)的全局吸引集的研究动态和进展.  
俄罗斯学者Leonov[7]最先得到方程(1)关于y和z的全局吸引集估计 

 
2 2

2 2( ) ,
4( 1)
b cy z c
b

+ −
−

≤  (2) 

但没有 x 的相应估计.  
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文献 [7]介绍了前人关于x的 5 个最终有界的数字估计式 
| | 21,x ≤      | | 28.92,x ≤     | | 39.246,x ≤     | | 21.412,x ≤     | | 22.821.x ≤     (3) 

这 5 个数字相差甚大, 似乎规律不明, 更重要的是没有用a, b, c参数解析表达. 为此文献 [7]给
出关于x, y, z 3 个变量的统一全局吸引集估计 
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但(4)式对于 y 和 z 的估计明显地较(2)式保守. 
文献 [8]猜想, 大概 x 也应有 y 同样的最终界的估计 
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但没有提供严格的理论证明.  
文献 [9~11]中给出了方程(1)的全局吸引集的新的估计, 不仅改进、推广和包含了文献 [7, 8]

的结果, 且严格地证明了(5)式, 较大地简化了Leonov的证明. 最近文献 [10]用Lagrange乘子和

优化方法, 给出了一类Lorenz族的估计, 方法简洁, 特别解决了文献 [7]的方法失效的奇异情形, 

1 ,b +→  但x, y, z仍统一在一个公式中, 未能避免文献 [7]的保守性. 同时, 当 0a +→ 时, 文献

[11]的方法失效. 
直至目前, 还未有人提出 Lorenz 全局指数吸引集的概念, 故从吸引集外轨线走向吸引集

的速度是未知的.  
本文提出全局指数吸引集新概念, 且给出此类集的指数估计, 作为推论, 囊括了前人已有

的一切有关全局吸引集的结果为特例, 同时解决了用前人方法失效的 1b +→ 和 0a +→ 的奇异

情形.  

1  有限区间 Lorenz 族的全局指数吸引集 
陈关荣和吕金虎 [5]提出了如下的Lorenz族: 
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其中 [0,1],α ∈  文献 [10]研究了当 [0,1/ 29)α ∈ 时, (6)式的全局吸引集. 现在我们来研究(6)式, 

当 [0,1/ 29)α ∈ 时的全局指数吸引集.  

为表示与 Lorenz 族的区别, 我们称此类系统为有限区间 Lorenz 族.  
引进以下简化记号: 令 

(25 ), , (28 35 ), (1 29 ).a b c dα α α α
αα α α+8

= +10 = = − = −
3

 

当 [ )0,1/ 29 ,α ∈  [ )10,10 35 / 29 ,aα ∈ +  [ )8 / 3,  (8 1/ 29) / 3 ,bα ∈ +  [ )28 35 / 29, 28 ,cα ∈ −  

(0,1]dα ∈ 时, 可以改写(6)式为 
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在文献 [9]中, 我们称 

2 21( ) { ( ) } ( )
2

V X x y z cλ α αλ λα λ2= + + − − 0≥      (8) 

为(7)式的广义正定径向无界的 Lyapunov 函数， 其中 ( , , ).X x y z=  

定义  若存在正数 0,Lλ >  则对于 0( ) ,V X Lλ λ>  且 ( ) ,tV X Lλ λ>  有 

0 0( ( )) ( ( , , )) ,V X t V X t t X Lλ λ λ= →  

t → +∞当 时 , 称 { | ( ) }X V X Lλ λ λΩ = ≤ 为 (7)式的一个全局吸引集 . 若 0 ,x λΩ∀ ∈  0 ,t t∀ >  

0 0( , , )x t t x λΩ≤ , 则称 λΩ 为正向不变集. 

若还存在 0,rλ >  3
0 0,  ( ) ,  ( ( ))X V X L V X t Lλ λ λ λ∀ ∈ > >当 时, 存在指数估计式 

0( )
0( ( )) ( ( ) )e ,r t tV X t L V X L λ

λ λ λ λ
− −− −≤  

则称 λΩ 为(7)式的一个全局指数吸引集.  

定理 1  令 2( ) / 8( )L b a c b d dλ α α α α α αλ2= + − , 则(7)式有如下全局指数吸引集估计式： 
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特别地， 
2
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为(7)式的全局吸引集.  
证明  令 
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因为  2, 0 1 ,b dα α> < ≤ 故 0 0,z >  从而 

0"( ) 2( ) 0,f z b dα α= − − <  
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利用 1,  0 1,a dα α> < ≤  V Lλ λ当 ≥ 时便有 
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利用比较定理对(10)式两边进行积分有 

0

0

0 0

2 ( ) 2 ( )
0

2 ( ) 2 ( )
0

( ( )) ( )e e 2 d

( )e (1 e ),

td t t d t
t

d t t d t t

V X t V X d L

V X L

α α

α α

τ
λ λ α λ

λ λ

τ− − − −

− − − −

+

= + −

∫≤
 

从而当 0( ( )) ,  ( )V X t L V X Lλ λ λ λ> > 时, 有全局指数估计式 
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根据定义可知, (11)式说明 λΩ 对(11)式两边取上极限便有 
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为(7)式的全局指数吸引集和全局吸引集.  
注 1  1)取  α λ= 0, 0≥ 时, 定理 1 便是文献 [9]定理 1 的推广.  

2)取  α λ= 0, = 0时, 定理 1 便是Leonov[7]估计式(2)的推广.  

 3)取  1α λ= 0, = 时, 定理 1 便是Leonov[7]估计式(4)的推广.  

 4)取 [ )0,1/ 29 ,  α λ∈ =1时, 定理 1 便是文献 [10]定理 1 的推广.  

这里的推广是指从全局吸引集 [7,9,10]到全局指数吸引集.  
定理 2  令 
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则区间 Lorenz 族(7)式有如下全局指数吸引集估计式: 
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特别地, 
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为(7)式的全局吸引集.  
证明  在定理 1 中取 λ = 0 , 完全类似于定理 1 的证明可得到关于 y 和 z 的全局指数吸引

集的估计 
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对(13)式两边取上极限便有 
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进而关于 y 有最终界的估计式  
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对(7)式的第 1 个方程作径向无界的正定 Lyapunov 函数 
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即Ω0为全局吸引集.  

注 2  定理 2 所给出的全局吸引集Ω0 , 改进和推广了文献 [10]的定理 1. 由文献 [10]的定理
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所以我们的估计式比文献 [11]的更精确. 具体比较为  
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(14)式中间是我们的估计式, 左右两端是文献 [10]的估计式.  

2  无界区间 Lorenz 系统族的全局指数吸引集 
仍考虑(1)式, 其中 (0, ),  (0, ),  [1, ),a b c∈ +∞ ∈ +∞ ∈ +∞  此时称(1)式为无界区间 Lorenz 系统

族, 因为系数在无界区间内变化. 当 ,  ,  a b c 取某些参数时, 例如 ,  ,  a b c 在(6)式规定的有限区

间内变化, 也许 ,  ,  a b c 为另一些参数, 则(1)式为正常系统, 不管(1)式是否混沌, 我们统一研

究(1)式的全局指数吸引域是有意义的.  
定理 3  令 
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则无界区间 Lorenz 系统(1)有下列全局指数吸引集估计式:  
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特别地, 
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证明  取 

2 2 21 [ ( ) ].
2

V x y z a cλ λ λ= + + − −  

1) 当 1,  2a b≥ ≥ 时, 类似于(10)式的推导有 

1 12 2 2d
( ) 2 2 2 ,

d
V

x y z a c L V L
t
λ

λλ λλ λ ( ) ( )− − − − − + = − +≤  

故有 
02( )1 1

0( ( ( )) ) ( ( ) )e t tV X t L V X Lλ λλ λ
− −( ) ( )− −≤ .     (15) 



 
 
 
 

 
第 6 期 廖晓昕等: 论 Lorenz 系统族的全局指数吸引集和正向不变集 763 

 

 

 

2) 当 / 2, 2a b b> < 时, 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

d
( )

d

(2( ))
2 2 2

( ) ( )
2 2 2

(2 2 ) ( ),

V
ax y bz b a c z

t
b b b bx y z a c z

b b b bx y z a c a c

b V L b V L

λ

λ λλ λ

λ λ

λ λ

λ λ λ

( ) ( )

− − − + +

− − − + +
2

− − − − − + +
2

− + = − −
2

≤

≤

≤

≤
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所以 
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分别对(15)~(17)式两边取上极限, 便有 
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注 3  当 λ =1时, (18)式即为文献 [10]的估计式(12).  

但定理 3推广了 i
λΩ
( ) 为全局指数吸引集, 且给出了轨线衰减的指数估计式, 而且证明方法

较文献 [10]更为初等、简洁.  
由于(18)式中的第 3 个估计式是依赖于 a 的, 故当 0a → 时, 估计式变得平庸失效.  
下面我们要给出一个不依赖于 a 的新的估计, 以改进定理 3 的结果.  
定理 4  令 
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则无界区间 Lorenz 系统(1)有下列全局指数吸引集估计式:  
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0 0

0 0

( ) min( , )( )
0 0 0 0 0 0 0 0

( ) min( , )( )2 2 2
0 0 0 0 0

( ( ( )) ) ( ( ) ) e ( ( ) ) e ,

( ) ( ) e ( )e .

b t t b a t t

a t t b a t t

V X t L V X L V X L

x t L X L X L

− − − −

− − − −

− − −

− − −

≤ ≤

≤ ≤
         

(19)
 

特别地 
2 2

2 2

2 2
2

( )
4( 1)

4( 1)

b cy z c
b

X
b cx
b

Ω0

⎧ ⎫
+ −⎪ ⎪

−⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪−⎩ ⎭

≤

≤

             (20) 

为(1)式的全局吸引集. 

证明  对 0V 给(1)式的第 2 和 3 个方程求导, 仿照(17)式的推导, 再仿(14)式的推导, 可证

结论成立(证略). 

注 4  (19)与(20)式对a一致成立. 当 0a +→ 时, 也有效. 同时(19)与(20)式比(17)和(18)式
精确, 故定理 4 明确地改进和推广了文献 [10]的相应结果. 

3  两类新的 Lorenz 型混沌系统的全局指数吸引集 
罗海庚 [12]发现两类新型的Lorenz型混沌吸引子.  
第 1 类混沌系统为 

,
,
.

x ax by yz
y cx y xz
z dy z xy

= − + +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎩

                                (21) 

当 12,  5,  28,  3a b c d= = = = 时, 上述系统有一个混沌吸引子, 如图 1 所示.  

 
图 1  系统(21)的混沌吸引子 

 
第 2 类混沌系统为 

,
,
.

x ax eyz m
y bx y xz
z dy z xy

= − + +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎩

                                (22) 
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图 2  系统(22)的混沌吸引子 

 

当 11,  35,  15,  2.5,  1.38,  1a b c d e m= = = = = = 时, 该系统有如图 2 所示的混沌吸引子. 现在, 

我们给出这两类新混沌系统全局指数吸引集和正向不变集的估计式.  
定理 5  令 

2 2
2 2 2

2 2 2

1 ( )( 2 ) ( ) ,
2 2 2(2 1)

( ) 2 ( 2 ) ,
2

d ad dL b c b c d
a

x d y z b cV

−
= + + + + +

−

− + + − −
=

 

则当 0( ) , ( ( ))V X L V X t L> > 时, 对于第 1 类系统(21)的轨线, 有全局指数吸引集和正向不变集

的估计式如下:  
0( )

0( ( ( )) ) ( ( ) ) e ,t tV X t L V X L − −− −≤  

从而 

lim ( ( ))
t

V X t L
→+∞

≤ . 

证明  作广义正定的径向无界的 Lyapunov 函数 
2 2 2( ) 2 ( 2 ) ,

2
x d y z b cV − + + − −

=  

令 

2 2 2 ( ) ( 2 )( , , ) ( 2 )
2 2

x d z b cF x y z ax adx bdy y d b c z z − − −
= − + − − − + − + + , 

沿(22)式的正半轨线计算V 的导数, 有 

(21)

2 2

2

d ( ) 2 ( 2 )
d

( )( ) 2 ( ) ( 2 )( )

2 2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

V x d x yy z b c z
t

x d ax by yz y cx y xz z b c dy z xy

ax bxy xyz adx bdy dyz cxy y xyz

dyz z xyz d b c y b c z b c xy

= − + + − −

= − − + + + − − + − − − +

= − + + + − − + − −

+ − + − + + + − +
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2 2 2 2 2

2 2

1 1( ) ( 2 ) 2
2 2

1 1( 2 ) ( 2 ) ( ) ( 2 )
2 2

x d y z b c ax adx bdy y

d b c y b c z z x d z b c y

= − − − − − − − + − −

− + + + − + − + − − +
 

( ( )) ( ( )).V X t F X t= − +                                           (23) 

令 

2 0, 2 2 2 0,F Fx d ax ad y bd dc
x y

∂ ∂
= − − + = = − − − =

∂ ∂
 

2 ( 2 ) 2 0,F z z b c b c
z

∂
= − + − − + + =

∂
 

得到 

, ( ) , 0.
2 1
ad dx y b c d z

a
−

= = − + =
−

 

再求 ( , , )F x y z 关于 ( , , )x y z 的二阶偏导数, 有 
2

2 1 2 0,F a
x

∂
= − <

∂
 

当 1/ 2a > (在(21)式中, 12 1/ 2a = > );  
2

2 2 0F
y

∂
= − <

∂
;  

2

2 1 0F
z

∂
= − <

∂
;  

2 2 2
0.F F F

x y y z z x
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

因为 F 为二次函数, 其局部极大值为全局极大值, 因此 

3

2 2
2 2

, ( 1) , 0
2 1

1 ( )sup ( ) ( ) ( 2 ) ( ) .
2 2 2(2 1)

ad dx y b d z
ax

d ad dF X F X b c bd cd L
a

−
= =− − =

−∈

−
= = + + + + + =

−
 

仿前面定理可证 
0( )

0( ( ( )) ) ( ( ) ) e ,t tV X t L V X L − −− −≤  

即 

lim ( ( )) .
t

V X t L
→+∞

≤  

定理证毕.  
定理 6  令 

2 2 2
* 2 2

2

2 2 2

( ) ( / / 1/ )2 ( ) ,
2 2(2 1) 4( / 1/ 2 )

1 1( ) ( 2 ) ,
2 2

cm c bd d m e ac e eL b bc
e e d a c e

V x c y z b
e

− + −
= − + + + + +

− −

= − + + −

 

当 * *
0( ) , ( ( ))V X L V X t L> > 时, (22)式的解有如下全局指数吸引集和正向不变集的估计式:  

0( )* *
0( ( ( )) ) ( ( ) ) e .t tV X t L V X L − −− −≤  

证明  构造(22)式的径向无界的广义正定函数 

2 2 21 1( ) ( 2 ) ,
2 2

V x c y z b
e

= − + + −  
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则有 

(22)

2 2

2

2 2 2

2 2

d 1 ( )( ) 2 ( ) ( 2 )( )
d

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

V x c ax eyz m y bx y xz z b cy dz xy
t e

a m ac cmx xyz x x cyz bxy y xyz
e e e e
cyz dz xyz bcy bdz bxy
a m ac cmx x y bcy dz bdz
e e e e

a m ac cmV x x y bc
e e e e

= − − + + + − − + − − +

= − + + + − − + − −

+ − + − + −

⎛ ⎞= − + + − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − − + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
2 2 2 2

2

1 1 2 2
2 2 2

y dz bdz

c cx x y z bz b
e e e

− +

+ − + + + − +

 

*: ( ).V F X= − +  

令 
* *1 2 0,   2 2 0,F a m ac c Fx y bc

x e e y
∂ − + − ∂

= + = = − − =
∂ ∂

 

*
2 2 2 0,F dz z bd b

z
∂

= − + + − =
∂

 

得 
2 2,  ,  .

2 1 2 1
m ac c bd bx y bc z

a d
+ − −

= = − =
− −

 

再求二阶偏导数有 
2 *

2
1 2 0,F a

ex
∂ −

= <
∂

 

当 1/ 2a > (在(22)式中, 11 1/ 2a = > );  
2 *

2 2 0,F
y

∂
= − <

∂
 

2 *

2 1 2 0,F d
z

∂
= − <

∂
 

当 1/ 2;d >  
2 * 2 * 2 *

0.F F F
x y y z z x

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

因此有 

3

* 2 2, ,
2 1 2 1

2 2 2
2 2 *

2

sup ( ) ( )

( ) ( / / 1/ )2 ( ) ,
2 2(2 1) 4( / 1/ 2 )

m ac c bd bx y bc z
a dx

F X F X

cm c bd d m e ac e eb bc L
e e d a c e

+ − −
= =− =

− −∈
=

− + −
= − + + + + + =

− −

 

故 
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0( )* *
0( ( ( )) ) ( ( ) ) e ,t tV X t L V X L − −− −≤  

即 
*lim ( ( )) .

t
V X t L

→+∞
≤  

定理证毕. 

4  应用 
作为上述结果的直接应用, 我们将给出两个定理.  
因为平衡位置、周期解和概周期解等都是有界的正向不变集, 故有 
定理 7  在区间 Lorenz 系统(1)和(6)的全局吸引集之外, 不存在与全局吸引集不相交的有

界的正向不变集.  
证明  用反证法. 设系统(1)或(6)的任意一个全局吸引集为Ω, 则Ω外存在一个紧的正向

不变集 Q, 且 ,QΩ Φ∩ =  即Ω与 Q 不相交, 从而 

inf || || 0.
X
X Q

X X
Ω∈

∈

− >  

根据正向不变集的定义, 0 0 0, ( , , ) .X Q X t t X Q∀ ∈ ∈  故 

0 0

0 0      
, ,

inf || ( , , ) || 0.
X Ω

X t t X Q

X X t t X
∈

( )∈

− >  

但另一方面, 0 0( , , ) , ,X t t X tΩ→ → +∞  故 

0 0

0 0
     

, ,

  inf || ( , , ) || 0,
X

X t t X Q

X X t t X
Ω∈

( )∈

− =  

这一矛盾说明了结论成立.  
最后, 我们给出本文的估计式在系统(1)和(7)的原点(0, 0, 0)全局指数稳定的一个应用.  
众所周知, 当 0 < c < 1 时, (1)式的原点(0, 0, 0)是全局指数稳定的. 然而, 根据定理 1~4, 容

易证明, 当 0c≤ 时, (1)和(7)式的原点(0, 0, 0)是全局指数稳定的.  
定理 8  在(1)式中, 若 0c≤ , 在(7)式中, 若 0cα ≤ , 则原点(0, 0, 0)是全局指数稳定的. 

在(21)式中, 当 0b c d= = = , 或 0, 2d b c= = − 时, (21)式的平衡位置(0, 0, 0)是全局指数稳定的；

在(22)式中, 当 0a b c m= = = = 时, 平衡位置(0, 0, 0)是全局指数稳定的.  
证明 在系统(7)中, 取 0cα ≤ . 在定理 1 中, 选取 ,c aα αλ = −  则有 / 0,c aL

α α− =  这样, 从

(9)式推得 

0( )2 2 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e .d t tc c

x t y t z t x t y t z t
a a

ααα α

α α

− −⎧ ⎫ ⎧ ⎫
− + + − + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

≤  

在系统(7)中, 取 0,cα＝  则在定理 2 中有 0 0,L =  这样 

{ } { } 0( )2 2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) ( ) e d t ty t z t y t z t αα− −+ +≤ , 

且 0( )2 2 2
0( ) ( ) ( )e .d t tx t y t y t αα− −≤ ≤  

在系统(1)中, 当 0c < 时, 取 /c aλ = − , 则有 (1) (2) (3) 0,L L Lλ λ λ= = =  因此 
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0

0

0

( )
0

( )
0

2 ( )
0

( ( )) ( )e , 1, 2,

( ( )) ( )e , / 2, 2,

( ( )) ( )e , 0 1, 2 ,

t t

b t t

a t t

V x t V x a b

V x t V x a b b

V x t V x a b a

α
λ λ

λ λ

λ λ

− −

− −

− −

⎧
⎪⎪ > <⎨
⎪

< < >⎪⎩

≤ 当 ≥ ≥

≤ 当

≤ 当

 

这里 

2 2 2( ( )) .cV x t x y z
aλ = − + +  

若在系统(1)中取 c=0, 则在定理 4 中有 0 0.L =  这就推出 

{ } { } 02 ( )2 2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) ( ) e ,b t ty t z t y t z t − −+ +≤  

且 ( ) 02 ( )2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) e b t tx t y t z t − −≤ ＋ .  

对于(21)和(22)式的平衡位置(0, 0, 0)的全局指数稳定性可作类似的证明, 故略. 定理证毕.  
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