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Titulo en espanol

Existencia de solucién débil para el problema de Cauchy asociado al modelo ARG de flujo
de trafico.

Title in English
Existence of weak solution to the Cauchy problem associated to the ARG traffic model.

Resumen: En el presente trabajo se demuestra la existencia de solucién débil o gene-
ralizada para el problema de Cauchy asociado con el modelo ARG de flujo de tréfico.
Primero, se usa el principio del maximo junto con el método de regiones invariantes para
demostrar la existencia de solucién clasica para el problema difusivo asociado. Después,
se utiliza el lema de Murat para probar resultados de compacidad que permiten aplicar
el lema del Divergente-Rotacional junto con la técnica de viscosidad nula con el fin de
mostrar la convergencia de una subsucesién de soluciones viscosas a una solucién débil.

Palabras clave : Leyes de conservacién, solucién débil, compacidad compen-
sada .

Abstract: In this thesis we prove the existence of weak or generalized solution of the
Cauchy problem associated to the ARG traffic model. First, we use the maximum principle
together with the invariant region method to prove the existence of a classical solution
for the associated diffusion problem. Then, using Murat’s lemma we prove compactness
results that allow the use of the curl-div theorem together with the vanishing viscosity
technique in order to show the convergence of a subsequence of viscosity solutions to a
weak solution.
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Introduccion.

En el presente trabajo se estudia la existencia de solucion débil o generalizada para el
problema de Cauchy asociado al modelo de trafico ARG descrito en [8] por Greenberg, el
cual es una extensién del modelo propuesto por A. Aw y M. Rascle en [1]. Dicho modelo
es descrito por el siguiente sistema de dos ecuaciones de leyes de balance

pt + (pv)x =0
(.0.1)

donde p = p(z,t) y v = v(x,t) son, respectivamente, la densidad y la velocidad de los
vehiculos localizados en la posicién x en el tiempo t. u(p) es la velocidad de equilibrio,
satisfaciendo las siguientes condiciones:

u'(p) <0
2u/(p) + pu” (p) > 0 (.0.2)
v—u(p) =0,

para 0 < p < pp, siendo p,, la maxima densidad de vehiculos. La constante T' > 0 es
interpretada como el tiempo de relajacion.
El problema de Cauchy asociado tiene como valor inicial

(p(a:,O),v(a:,O)) - (po(a;),vo(:c)>, (.0.3)

donde po(z) y vo(x) pertenecen a L*(R) y la aplicacién z — wvg(z) — u(po(z)) es de
variacién acotada.

II



Marco referencial.

Después de la critica hecha por Daganzo [4], varios sistemas 2 x 2 de leyes de conservacién
fueron propuestos para modelar el flujo de tréfico, ver por ejemplo [1].

El modelo introducido por A. Aw y M. Rascle en [1] para flujo de tréafico es el siguiente

pr+ (pv) =0
(1), (), =0 "

donde p es la densidad y v = u — p(p) es la velocidad de los vehiculos sobre la via y p(p)
es una funcién suave estrictamente creciente. En [7] Zhang independientemente propuso
el mismo modelo. Aw y Rascle en su articulo [1] estudiaron el problema de Riemann para
el sistema (.0.4).

En [13], los autores muestran la existencia de solucién débil entrépica para el problema
de Cauchy asociado al sistema (.0.4) con valor inicial tomando valores en un dominio
DV, siempre que los invariantes de Riemann estén en BV (R), el espacio de funciones de
variacién acotada, y tomen valores en DV, p(p) satisface las condiciones dadas en [1] junto
con las siguientes

p'(0)=0,p'(p) >0 para p>0 ylp(p1) —p(p2)| < L|p1 — p2l,

para alguna constante L.

Versiones mejoradas del modelo (.0.4) incluyen términos fuente como en [8], cuyo modelo
fue generalizado posteriormente por Siebel y Mauser en [5]. En [13] la existencia de solucién
débil entrépica es probada para el problema de Cauchy asociado con una de estas versiones
mejoradas y valor inicial en DV. Su resultado es valido para el término fuente introducido
en [5] por Siebel y Mauser a la segunda ecuacién del modelo Aw-Rascle, como también
para la eleccién especifica del término de relajacién dado en [14] bajo otras condiciones
adicionales. En [16] el modelo de Aw-Rascle es extendido por incluir un término fuente
modelando una entrada a la via. La version de Zhang del modelo Aw-Rascle con relajacién
es estudiada en [19] y [20]. Rasgos debidos a entradas y salidas en la via y cambios en
la velocidad de los vehiculos son introducidos en los modelos para el flujo de trafico por
medio de diferentes elecciones de términos fuente en [16].

Lu en [23] prueba la existencia de solucién débil entrépica para el problema de Cauchy

11



MARCO REFERENCIAL. IV

asociado al modelo Aw-Rascle con valor inicial acotado y medible. El modelo ARG en
[8] es una extension del modelo Aw-Rascle por incluir un término fuente en la segunda
ecuacién, en [8] el autor reformula el problema en coordenadas Lagrangianas, formulacién
que lo conduce a obtener un algoritmo computacional efectivo para resolver el sistema
resultante.

En el presente trabajo se estudia la existencia de solucién débil para el problema de Cauchy
asociado al modelo ARG con condiciones iniciales acotadas y medibles, para establecer
dicha existencia se utilizan los argumentos dados en [23] y en [15].



Notacion.

) : Subconjunto de R™ abierto, acotado con frontera suave.
BV (Q) : Espacio de funciones de variaciéon acotada con dominio en .
C™(R2) : Espacio de funciones con dominio en € y n-ésima diferencial continua.

C3°(€2) : Espacio de funciones con dominio en €2, infinitamente diferenciables con
soporte compacto.

L*>() : Espacio de funciones esencialmente acotadas con dominio en §2 y que toman
valores reales.

LP(Q) : Espacio de Lebesgue con dominio en 2.

LP

1oc(€) : Espacio de funciones en LP(V') para todo compacto V' contenido en €.

W™P(Q) : Espacio de Sobolev de distribuciones tal que todas sus derivadas de orden
menor o igual a m son funciones en LP(£2).

WP () : Clausura del espacio C§°(§2) en WP ().

1 1
W=14(Q) : Espacio dual de Wol’p(Q) , donde — + — = 1.
p q

VVZTC’p (©) : Espacio de distribuciones tal que todas sus derivadas de orden menor o

igual a m son funciones en L ().
H™(Q) : Espacio W™2(Q).

Hy () : Espacio W™ ().
H~YQ) : Espacio dual de H} ().

A (B) :Espacio de las medidas de Radon sobre B.



CAPITULO 1

Preliminares.

En este capitulo se enuncian detalladamente conceptos, definiciones y algunos resultados
tedricos necesarios para el desarrollo de este trabajo.

1.1. Sistemas de leyes de conservacion.

Se considera una funcién vectorial u(x,t) = (u!(x,t),u?(z,t),...,u™(x,t)) donde x se in-
terpreta como la variable espacial y ¢ como la variable temporal, cada componente v/ (x,t)
es una funcién escalar de valor real y usualmente se interpretan como densidades de can-

tidades conservadas en un sistema fisico, aqui la integral / u’ (x,t)dzx se interpreta como
a
la concentracién de la cantidad en el intervalo (a,b) en el tiempo t.

Se considera una funcién flujo F' : R™ — R™ que gobierna la razén de cambio de cada
cantidad y satisface

b
jt/ W (2, t)da = FI(u (a, b)) — FI(ul (b, 1)).

La igualdad anterior implica que el cambio de la cantidad u/ en (a,b) solo depende del
flujo de w’ en los puntos frontera a y b. Reescribiendo la anterior ecuacién se tiene que

b b b
/a %uj(l‘,t)dib = cclit/a uw (z,t)de = F7(u/ (a,t))—F7 (v (b,t)) = —/a (,%Fj(uj(m,t))dm.

b

Por lo tanto, se tiene la igualdad / (;uj(a:,t) + ;Fj(uj(m,t)))dx =0,comoa,byj
a x

son arbitrarios se deduce la ecuacién vectorial
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Al agregar una condicién inicial se obtiene un sistema de leyes de conservacién

u+ F(u), =0 , si (z,t) € Rx(0,00) (111)
u(z,0) = g(), h
donde g(z) = (¢*(z), g*(x),...,g™(z)) y el flujo son funciones conocidas, se supondré que

el flujo es una funcién diferenciable.

Observaciéon 1. Se supuso una sola variable espacial por lo cual este sistema sera un
sistema unidimensional de leyes de conservacion, en [11] se hace una introduccién a los
sistemas n-dimensionales de leyes de conservacion.

Ejemplo 1. (Ecuacién de Burgers).

2
Se toma el flujo escalar F(z) = %, obteniendo

{Ut +3We =0 si (2,t) €Rx (0,00) (1.1.2)

u(x,0) = g(x).

Ejemplo 2. Sea p : R — R una funcién conocida y el flujo F(z1,22) = (—22, —p(21)),
obteniendo

(ul)y — () =0 si (z,t) € R x (0,00)
(u?); — (p(ut))e =0 si (x,t) € R x (0,00) (1.1.3)
(u'(z,0),u*(2,0)) = (¢'(2), 9*(2)).

Reescribiendo la funcién desconocida u = (u',u?) = (wy, w;) el sistema se convierte en
Wer = Wy 81 (x,t) € R x (0,00)
wi — (P(wg))z =0 si (z,t) € R x (0,00)
(wz(2,0),wi(z,0)) = (9" (z), g*(2)),

siendo este el problema de valores iniciales para la ecuacién de onda cuasilineal.

Observacion 2. Usando la regla de la cadena, la ecuacién (1.1.1) se puede reescribir como

{Ut +DF(uuy =0 si (z,t) € R x (0,00) (1.1.4)

u(z,0) = g(z),
donde DF(u) es la matriz jacobiana de F calculada en u.

Definicién 1. Dado el sistema de leyes de conservacién (1.1.4) si para todo z € R™ los
valores propios de DF'(z) son reales el sistema es un sistema hiperbdlico, si ademés
son distintos el sistema se denomina estrictamente hiperbélico, si hay valores propios
repetidos para algin z el sistema es no estrictamente hiperbdlico.
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Ejemplo 3. Considerar el sistema (1.1.3), la matriz jacobiana de F es

[—p’o(m) _01] '

Su polinomio caracteristico es A2 — p/(z1) = 0, cuyas raices son A\; = +/p/(z1) A2 =
—+/P'(21). El sistema serd estrictamente hiperbdlico si y sélo si la funcién p es estricta-
mente creciente en todo R.

1.2. Soluciones débiles.

Definicién 2. ( Solucién débil ) Dada u € L*(R x (0,00) : R™), es una solucion débil
del problema de valor inicial (1.1.1) si satisface

/OOO /Z<u, v) + (F(u), v, )dxdt + /Z(g,v(m,O))dw = 0. (1.2.1)

Para toda funcién v : R x [0, 00) — R™ suave con soporte compacto.

Observacion 3. Siu es una solucién clasica de (1.1.1) entonces tomando producto interno
con v e integrando por partes se tiene la igualdad (1.2.1).

El siguiente ejemplo muestra que un sistema de leyes de conservacién puede no tener
soluciones clasicas, sin embargo puede que si tenga soluciones débiles.

Ejemplo 4. Considérese la ecuacién de Burgers (1.1.2) con la condicién inicial

0 siz>1
glx)y=q1—z si z€l0,1]
1 si z<0.

Sea x(t) la tnica solucién del problema ‘Z‘l—f = u(z,t) tal que 2(0) = x¢, entonces si u es

una solucién clésica se tiene que

d dz
ﬁu(m(t),t) = ux(x(t),t)a + ug(x(t),t).
Como uy = —32uu, = —uu, entonces
d dz

%u(x(t),t) = ux(:n(t),t)a — ug(x(t), t)u(x(t),t) = 0.

Por lo tanto, para cualquier punto inicial xp, u es constante sobre estas curvas, luego

4r(0) = u(zo,0) = g(zo), de esto se concluye que sobre la recta {(zo + tg(zo),t),t > 0}

la solucién toma el valor constante g(zo).
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Sizg=1yt=2entonces 0 = g(1) = u(l+2¢(1),2) = u(1,2), por otro lado, si zg = —1
entonces 1 = g(—1) = u(—1+ 29(—1),2) = u(1,2), por lo tanto, u toma valores multiples
para el punto (1,2) lo cual es una contradiccion.

La ecuacién no tiene soluciones globales clasicas, sin embargo, la funcién

0 siz>1t<1
=S t<a <
u(z,t)=q¢1 si<t<l

0 si<Blit>1

1 osi>Hi>1

es una solucién débil global (ver [9] para la derivacién detallada de esta solucion).

N
2
u=2~0
15
1 -
u_l—x
1-t
u=1
0.5
0 0.5 1 15 ;2

Figura 1.1: Solucion débil u(xz,t) para la ecuacion de Burgers.

2
Para ver que es una soluciéon débil se calcula la integral / / (uqbt + %gbx>daj dt, donde

£>0

¢ € CP(R x (0,00)).

-
Partiendo el dominio en las regiones A, B, C donde u es 1,0, T—¢ respectivamente

0

// (u¢t + u;%)dxdt = // <U¢t + U;qu)dxdt—i— // (uqﬁt + u; —Vdx dt
>0 i
+ // <U¢t + fgﬁx)daz dt.
c
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[ (wors o yawan= [ (ors JorJaoan [ (320 S (5 o Jaoan
t>0 A A

(1.2.2)

1
Aplicando teorema de Green a la integral / / <¢t + igbm)d:n dt
A

// <¢t+%¢$>dxdt: /<((§’¢)’V>d8 - _/_io ¢(x,0)d~’6_;/ﬂl ¢(t,t)dt+M0.
A

0A

1-— 1/1—2\2
Calculando por partes la integral // < 1 7?@ + 3 ( 1 7::“) (j)x) dz dt
C

T 72 _

0 0.5 1

Figura 1.2: Region C del plano , donde u(z,t) = <==.

I (5o 3020

C

0
1—=x
ds —/gbl_tds.
Y4
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[ (e 3G Jara= G5 o 003).0m0) o= [ e (a2
71
= ;/01 o(t,t)dt — /01 ¢(z,0) (1 - a:>d33.

Reemplazando en (1.2.2)

// (et f¢x)d$dt= /01 o(x,0)(1 — ) du /_ (; 9(2,0)dx

t>0

Reemplazando por g(z)

[ (wor Y e do dt /Mo (1-2 dm—/ o 0)dz = [~ o(a.0)g

t>0

2 oo
Por lo tanto // (uqbt—i- %%)dac dt—i—/ o(x,0)g(x)dx = 0, luego u(x,t) es una solucién
— o

£>0
débil.

1.3. Invariantes de Riemann.

Dado un problema de valor inicial para un sistema estrictamente hiperbdlico de leyes de
conservacién donde el flujo F tiene como dominio y codominio R?, es decir

up + Fl(ul,u?), = si (z,t) € R x (0,00)
u? + F?(ul,u?), = si (z,t) € R x (0,00) (1.3.1)
(ZL‘,O) = 1($)> (3370) = 92($)'
En este sistema el flujo es F' = (F!, F?), la condicién inicial ¢ = (g%, ¢?), la funcién
desconocida u = (u!,u?) y \i(z), A2(z) valores propios de DF(z) con z € R2.

Definicién 3. Dos funciones w, z : R? — R son invariantes de Riemann para el sistema
(1.3.1) si satisfacen

Vz(u)DF(u) = A\ (u)Vz(u) si ueR?
Vw(u)DF (u) = Xo(u)Vw(u) si u € R2.

Dicho de otra forma, los invariantes de Riemann son un par de funciones w(u), z(u) tal
que sus gradientes son vectores propios a izquierda de DF(u) para todo u € R?, visto de
forma escalar se tiene el sistema
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AWy — wag} — thg =0
AWy — watl — UJtFt2 =0
AMZg — ZIFJ} — thq? =0
Az — sztl — thtQ =0.

(1.3.2)

La relacién entre los invariantes de Riemann y los valores propios del sistema quedan
evidenciados en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Los invariantes de Riemann para el sistema (1.3.1) satisfacen el problema

(1.3.3)

w(ul, u?)y + Ao(ut, v)w(ut,u?), =0  si (z,t) € R x (0,00)
z(ul,u?) + M (ut, u?)z(ut i u?), =0 si (2,t) € R x (0,00).

Demostracion. Por la regla de la cadena

wut, u?); + Ao(ut, uP)w(ut, u?), = wy(ul, u?)u} 4+ wi(u

+ A2 (wm(ul, u)ul + wy(ut, UQ)U?E)

1 2

) 'LLQ)Ut

Como (u!,u?) es solucién de (1.3.1), haciendo A = w(u',u?); + Ao(ut, u?)w(ut, u?), :

A = wy(u, u2)( — Flul — Ft1u2> + wt(ul,u2)< — F2ul — Ffui)

T

+ Ao (ut, u?) Ao (wm(ul, u)ul + w(u', u2)u§>

Reordenando se tiene que

$ <)\2(u1, uP)wg (ut, u?) — wy (v, u?)FL — wy(u!, ’U,Q)Fa?)
2 </\2(u1, ub)we(ul, u?) — we(ut, u?)F — wy(ut, uQ)Ff).

Por (1.3.2)

w(ul,u2)t + )\g(ul,u2)w(u1, u2)x = u;(O) + ui(O) =0.

Por argumento analogo se tiene la otra ecuacién del sistema (1.3.3).

En el siguiente ejemplo se calculan explicitamente los invariantes de Riemann.
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Ejemplo 5. (Dindmica de un gas compresible barotrépico).

Suponiendo que la energia total del sistema es constante, las ecuaciones de Euler son

pt—|—<pv> =0 si (z,t) € Rx(0,00)

(m)t + C)u? +p(p))x =0 si (z,t) €R x (0,00), (1.3.4)

las cuales son la conservaciéon de masa y momentum respectivamente, se supondra que la
funcién p satisface p’(p) > 0.

Haciendo la transformacién m = puv se tiene el sistema equivalente de leyes de conservacién

pt—|—mx:0 si (w,t)ERX(O,OO)
et (54 p(0) =0 i () €Rx (0,00).

xT

Con el flujo F(z1,2) = (22, 2 = +p(zl)), cuyo jacobiano es

0 1
DF(z1,20) = D\ s |
E2) = e - (2)° 22

tiene polinomio caracteristico
9 %) 22\ 2 /
A+ (—2—)A+ (—) —p'(z1) =0.
z1 z1
Los valores propios de DF'(z1, z2) son

22
)\1(21, 2’2 — VD Zl >\2 Zlu Z2 Z + p/(Zl) :

Reescribiendo el sistema (1.3.4)

pt+pev+puz =0 si (x,t) € R x (0,00)
P10+ pug + ppv? + 2000, +pr =0 si (z,t) € R x (0, 00).

Multiplicando la primera ecuacién por p/(p) obtenemos

pe+vps + P (p)pva =0 si (z,t) € R x (0,00)
PtV + pug + pev? + 2000, +pe =0 si (z,t) € R x (0, 00).

Multiplicando la primera ecuacién por v y restandosela a la segunda

pt+vps + 0 (p)pvy =0 si (z,t) € R x (0,00)
pup +pvvy +pr, =0  si (x,t) € R x (0,00).
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Multiplicando la segunda ecuacién por /p’(p), sumandola y restdndola respectivamente
a la primera

pt+pm(v+\/m>+p\/m vt+vx(v+m
Pt (v = VID)) ~ oI v — a0+ V) | =0 i (1) €R x (0,00).

) =0 si (z,t) €Rx(0,00)

aqui aparecen explicitamente los valores propios Aj(p, m), Aa(p, m), reemplazando se ob-
tiene

pr + pera(p,m) + p\/7 v+ vgAa(p,m) | =0 si (z,t) € R x (0,00)
(1.3.5)

Dt +px)\1 P, M) — P/ P /0 Ut — 'Ur)\l ,07 ) =0 si (ZC,t) € R Xx (Oa OO)

Sean 1 (), 22(t) las curvas que satisfacen %(t} — o (p(:cl(t), 1), m(z1(t), t)) y %(t) -

A1 (p(ml(t), t),m(zy1(t), t)) respectivamente, entonces por la regla de la cadena

P10 = 4 gy = pe Do (pa(6), 1), ma(6),0) +

d

O [oa0).] = v 2 4 00 = pr s (pa(0), ), mza(). 1)) + v

Reemplazando en el sistema (1.3.5) tenemos que

{ft [p(a1(t),0)] + px1 (), )/P (p(21(8),1)) g [v(21(1), )] =0 si t € (0,00)
g [P(a2(8),1)] = p(22(t), t)y/P (p(a2(t), 1)) G [v(22(8),1)] =0 si t € (0,00).

d d
Como dlt) p’(p)d—i entonces sobre la curva (z1(t),t) se tiene
\/ P dp B 1 dp dv 1
) dt dt T o o dt T dt p,ﬁ[dﬁ VP dt}

Anélogamente sobre la curva (z2(t),t) se tiene

VPP dp _dv (1.3.6)

p dt dt
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Por el teorema 1.1 se tiene que 0 = % {w(p(:vl(t),t),v($1(t),t))] donde w es el primer

invariante de Riemann, por la regla de la cadena

0= ?:Z [p(;cl(t),t)} n ZZ’CZ {v(acl(t),t)}.

8 /
Para coincidir con (1.3.6) se debe tener e _vP (p) y %—f =1.
P p
a /
De forma anéloga se tiene g9z _ VP (0) y % = -1
dp p

Integrando se obtienen expresiones explicitas para los invariantes de Riemann

_[PVPs) o m s [PVP(s) o m
w(p,m)—/1 . d+p, (p, )—/1 . d .

p

1.4. Sistemas de leyes de balance.

Definicién 4. Al agregar una funcién vectorial h : R? — R? como término fuente a un
sistema de leyes de conservacion hiperbdlico se obtiene un sistema de leyes de balance.

Un problema de Cauchy asociado a un sistema de leyes de balance es de la forma

up + Fl(u',u?), =h'  si (2,t) € R x (0,00)
u? + F2(ul,u?), = h? si (2,t) € R x (0,00) (1.4.1)
ul(2,0) = g'(2), v*(z,0)=g*(2).

Naturalmente u es una solucién débil de (1.4.1) si satisface

/OOO /_Z<u, ve) + (F(u), vy )dxdt + /_Z(g,v(g:,()»dg; = /OOO /_Z(h’@dfﬂdt

Igualmente un par de funciones w, z seran invariantes de Riemann del sistema (1.4.1) si
satisfacen

Vz(u)DF (u) = M\ (u)Vz(u) si u€R?
Vw(u)DF(u) = Aa(u)Vw(u) si ueR2

Y extendiendo el teorema 1.1 se tienen las ecuaciones

w(ut, u?) + Xo(ul, u?)w(ut,u?), = bt si (z,t) € R x (0,00)
2(ul,u?) + M (ut, u?)z(ut u?), = h? si (2,t) € R x (0,00).
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1.5. Regiones invariantes.

Se considera el problema

{%ZeDvm+va+f(33»t) st (2,1) € 2xRY (1.5.1)

v(z,0) = vo(z),
donde € > 0, la funcién vectorial v : R? — R”, Q C R un intervalo abierto, las funciones
D = D(v,z), M = M (v, z) son funciones de valor matricial definidas sobre un subconjunto

abierto U x V C R™ x Q, f es una funcién suave con valores en R" y en el caso que €2 no
sea todo R se agregan condiciones de frontera.

Se asume que dada vy € X para un conjunto de funciones suaves de 2 — R", entonces
existe 6 > 0 tal que el problema (1.5.1) tiene una solucién v(e,t) € X para t € [0,9).

Definicion 5. Un subconjunto cerrado ¥ C R™ es una regién invariante para la solucion
local de (1.5.1) si para toda solucién v(z, t) con todas sus condiciones iniciales y de frontera
en X satisface v(x,t) € ¥ para todo z € Q y t € [0,0).

Observacién 4. Para los propositos de este trabajo son de interés los sistemas difusivos
asociados a sistemas de leyes de balance del tipo (1.4.1), por lo tanto, consideramos a D
como la identidad, a —M como el jacobiano del flujo, a 2 =R y n = 2.

La siguiente caracterizacién de regiones invariantes es un caso particular de la teoria méas
general desarrollada en el capitulo 14 de [9].

Sean G; : U — R funciones suaves cuyo gradiente VG; nunca es nulo, se define el conjunto

5= ﬁ{v e U: Gy(v) <0}, (1.5.2)

=1

El siguiente teorema da condiciones suficientes para que Y sea una region invariante, es
un caso particular del teorema 14.7 de [9].

Teorema 1.2. Sea X definido por (1.5.2) y si se satisface

1. VG;(v) es autovector a izquierda de M (v).
2. 8i VG;(v)(n) = 0 entonces d*G;(v)(n,n) > 0.
3. VG;(v) o f <0, para todo t > 0.

Para todo v en la frontera 0% (es decir G;(v) = 0, para algin i) y para todo t € (0,00)
entonces Y es una region invariante para todo € > 0.
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1.6. Pares de entropia y flujo.

Definicién 6. Un par de funciones diferenciables 7, ¢ : R> — R forman un par de entropia-
flujo para el sistema (1.1.1) si se cumple
1. 1 es convexa.

2. Para todo z € R? se tiene la igualdad

Vn(z)DF(z) = Vq(z). (1.6.1)

1.7. Elementos de compacidad compensada.

Los siguientes resultados de la teoria de compacidad compensada seran fundamentales para
lograr el objetivo de este trabajo, el primer teorema serd el mas importante, su prueba se
puede consultar en [22].

Teorema 1.3. Sean Q un dominio acotado en R x (0,00) y uf sucesiones de funciones
medibles débilmente convergentes en L2(Q) para i = 1,2,3,4 tales que

gué + gue gue + éue
ot Y oxr 2 ot or t

son compactas en Hl;i (Q), entonces existe una subsucesion tal que

€ €
1 Ug
€ €
3 Uy

uyp u2
us U4

Det v — Det
U

en el sentido de las distribuciones, donde u; es el limite débil de us.

El siguiente resultado sera de enorme utilidad para comprobar que se cumplen las hipotesis
del teorema 1.3, su demostracién se puede consultar en [6].

Teorema 1.4. (Murat) Sean Q un dominio acotado en R™ y {fr.} = {gr} + {hr} donde

1. {fx} es acotada en VVl;C“(Q) , con 2 <r < oo.
2. {gr} es precompacta en I/Vl;cl’z(Q) .
3. {hi} es acotada en 4 (S2).

Entonces {fi} es precompacta en I/VZ;CM(Q)



CAPITULO 2

Acerca del problema de Cauchy.

En esta seccién se demuestra la existencia de solucién débil para el problema de Cauchy

(.0.1-

2.1.

.0.3). Con este objetivo se divide este capitulo as:

(Seccién 2.1) Se transforma el sistema (.0.1) en un sistema de leyes de balance.
Se calculan explicitamente los valores propios y los invariantes de Riemann para el
sistema homogéneo asociado.

(Seccién 2.2) En el problema difusivo asociado se utiliza el principio del méaxi-
mo para dar estimaciones a priori para los invariantes de Riemann calculados en la
seccion anterior. Se determina una regién invariante y acotada para obtener estima-
ciones a priori de las soluciones viscosas y probar la existencia de una solucién global
para el problema difusivo.

(Seccidén 2.3) Se obtienen resultados sobre compacidad para las sucesiones cons-
truidas a partir de las soluciones del problema difusivo estudiado en la seccién 2.2.

(Seccion 2.4) Con los resultados de la seccién anterior se aplica el teorema 1.3 para
probar la existencia de soluciéon débil.

Valores propios e invariantes de Riemann.

Se transforma el problema (.0.1-.0.3) en forma de sistema de leyes de balance, haciendo
el cambio de variable m = pv — pu(p) obteniendo

pt+ (m+ pu(p)), =0
{mt + (mTQ +mu(p)) = —%, (2.1.1)

8

con valor inicial

(p(w,O),m(x,O)) — (po(:c),mo(x)), (2.1.2)

13
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m
para p,, me € L°(R), tal que la variacién total de —2 (z) sea acotada.
Po

Lema 1. Fl sistema (2.1.1-2.1.2) es estrictamente hiperbdlico para p # 0 y tiene valores
. m , m
propios Ai(p,m) = u(p) + P () y A2(p,m) = u(p) + e

2
z
Demostracion. La funcién flujo para el sistema (2.1.1-2.1.2) es F'(z1, 22) = <22+z1u(21), 24
21

zgu(zl)) cuyo jacobiano es

DF B ( )—i—zlu( 1)2 1
(21,22) = 2ot/ ( ( ) 222+u (z1)|

Tiene polinomio caracteristico

p(A) = )\2—)\(2u(2’1)+29+21ul(21)>+2u(zl) +u (Zl)+Z2U/(Zl)+21U(21)Ul(21))—<9>2.
21

21

Calculando el discriminante

z Z1

A= (2u(z) +22 4 2 (2)) - 4<2u<zl>22 +ub(z1) + 200 (1) + 210() (1)) — (22)2>
21 1

= 4u*(z) + 4(2)2 + (zlu’(zl)> + 8u(21) —|— 4290’ (21)u(z1) + 4u'(21) 22

2
- 8u(z1)é — 4u?(z1) — dzu(z)u! (21) — 4221/(21) - 4(9)
21 21

. 2

= (zlu (21)> :
Entonces los valores propios de DF(z1, z2) son
Z9 ’ Z9
/\1(21, 22) = u(zl) + ;1 + z1u (21) , )\2(21, 2’2) = u(zl) + ;1 (2.1.3)

Los valores propios son distintos salvo que pu'(p) = 0, por hipdtesis v < 0, asi que el
sistema serd estrictamente hiperbdlico mientras p # 0. 0

Se encuentran explicitamente los invariantes de Riemann.
m
Lema 2. Fl sistema (2.1.1-2.1.2) tiene invariantes de Riemann w(p,m) = — , z(p,m) =

%+u<p>.
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Demostracion. Teniendo en cuenta (1.3.2), el primer invariante de Riemann w(p, m) sa-
tisface

{/\gwp —wp(m+ pu(p))p — wm(— + mu(p))p =0
AW — w,(m+ pu(p)),, — wm (™ + mau(p))

m

Reemplazando los valores obtenidos en (2.1.3) y calculando las derivadas

2
wop) + W, — wokp) — wpptt' (p) — wmmat'(p) + “’m<%) =0
WerttP] + Warls — wp — i — WP = 0,

obteniendo

~—
E\S

La funcién w(p, m) = — satisface (2.1.4) ya que

{ § p)) = wp, (mu’(p) - (%)2> (2.1.4)
7

Anélogamente, el segundo invariante de Riemann z(p, m) satisface
N2y = zp(m+ pu(p)) =z (2 +mup)) =0
P
AMzZm — 2 (m + PU(P)> ~ Zm, (%2 + mU(p)S =0,
m m
reemplazando y derivando

2
2T+ 2y + ZppHD] — 2] — 2opt) — it (p) + 2 () =0
M+%%/+Zmpu )_Zp sz——/m%t(/)/—o?

obteniendo

m / m —
{p(ZP_Zmp“ (p) +2m7 ) =0 (2.1.5)

ampt (p) — 2" — 2 = 0.
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El sistema (2.1.5) se satisface si y sélo si zp, <pu'(p) - m) — 2z, = 0, luego la funcién
p

z(p,m) = % + u(p) satisface (2.1.5) ya que

)] ()= T) = [T ru)] = (W) - 5) — [ -5 v )] =0

Por lo tanto, los invariantes de Riemann para el problema (2.1.1) son

{wmm) =2
z(p,m) = 2 + u(p).

2.2. Sistema difusivo.

Al agregar un término difusivo al problema (2.1.1) se obtiene el sistema parabdlico asociado

pt + (m + /m(p)> = €Pux

x

my + ("; - mu(p)) = ey,

T

(2.2.1)

con valor inicial

(pg(x,()),me(x,()» = <po(x) + €, mo(x)>, (2.2.2)

para p,, m, dados por (2.1.2).

El objetivo de esta seccion es demostrar la existencia de solucién clasica global para el
problema (2.2.1-2.2.2), para ello se busca lograr las estimaciones necesarias para aplicar
el siguiente teorema, probado en [15].

Teorema 2.1. Dado el problema de Cauchy

up + Frul,u?), +ht =eul, si (z,t) € R x (0,00)

uf + F2(ul,u?), + 2 =eu?, si (z,t) € R x (0,00)
ul(x70) = gl(x) > uz(:c,O) = 92(33)’

con |g" (@) ey < M, 19 (@)l oo ) < M.

Si FY, F? € CY(R?), h', h? funciones localmente Lipschitz continuas y existe una estima-
tiva a priori
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|| oo @x 0. < N(T), W]l o @ (0,r]) < N(7),

para una constante positiva N que depende de T entonces existe una tinica solucion (u',u?) €

C*(R x (0,7]).

2

Observacién 5. Tomando F'(p,m) = m + pu(p), F2(p,m) = ot mu(p), h* = 0,

h? = se tiene el sistema (2.2.1).

Las derivadas parciales de estas funciones son

mY 2 m
Fy =u(p) + pu'(p), F, =1, Fy =mu(p) — (;) , Fiy = u(p) +2
D m p— m T

Todas estas funciones son continuas para p > 0 por lo tanto para aplicar el teorema
anterior basta con obtener las estimativas a priori necesarias y mostrar que p > 0.

Primero se muestra que p¢ es estrictamente positivo.

Lema 3. Para cualquier € > 0, el problema (2.2.1-2.2.2) satisface la estimativa a priori

p(x,t) > (e, t) >0,
para alguna funcion 9.

Demostracion. Se sigue la demostracion usada en [3], por simplicidad se elimina el super-
indice e.

Sea (x,t) = —In(p(z,t)), se calcula

2
Yy — €Y = —&+6<pﬂ—%>.
p PP

Como p; = €pgr — (pv) ,

— 2 2 2
¢t_€¢mzw+€<pff_;’g> (pv)x_e(p;>:vx_€<_m+@;)

P2 ppv N v? N v? N v? A
=UVUyp — €| 5 — — —_— — = — — €|l &= — — .
* P2 ep 42 de T 4e p 2

Obteniendo

’U2
wt - 6”%;95 S Vg + ?
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2

Esta ecuacion tiene el ntcleo del calor asociado K.(z,t) = \/417?67%, utilizando este
nucleo
t 02
W@, t) < o * Ke +/ (vw + —) sy Ke(z, 8)ds, (2.2.3)
0 €

donde * denota la convolucién.

Por definicién g(z) = —In(pg(z)), como el dato inicial es py(x) + € se tiene que 1y(x) <
—In(e), por lo tanto

o) * Koz, 1) < / (K. (g, )dy = —In(e) /_ T Koy, t)dy = —Ine).

—00

Por el mismo argumento se tiene que

2 2
Y Ko (1) < V][5
€

€
Permitiendo reescribir (2.2.3) como

) / v ”°°ds+/ v ;xKe(x,s)ds. (2.2.4)

Derivando y tomando valor absoluto

2

e tesdy.

0 &0 0 &0 1
miKﬁ ) g - ) 7KE ) §4 o0 -
v g lens) < | [ ot o) 0 Rt < ol [T

Haciendo la sustitucién z = —2
V4des

U *y

o0 1 e 1 e lv]]oo 1
K(z,s) < Hv||oo/ Vdesz e “dz= Hv||oo/ 2ze % dz = —
0 0

oz \/mes

2
Haciendo C' = —= y reescribiendo (2.2.4)

Nz

t t t t
— < — 2 T ds = — 22 \/7
tn(p) < =infe) + ol + Clol | 35 = () + vl + Cllollo

Obteniendo

—{ IvlIZ% E+Clv]loo ﬁ)
p(aat) > e e (Ilvll E+Cllvllooy/E >0
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Ahora se encuentran estimativas a priori para los invariantes de Riemann calculados en el
lema 1.

Lema 4. Para cualquier € > 0 y cualquier 7 > 0 existen constantes C1(7), Cao(T) inde-
pendientes de € tal que

w(pt,me) < Cy(r),  2(pf,mS) < Ca(r), (x,t) €R x (0,7) (2.2.5)

donde w, z son los invariantes de Riemann obtenidos en el lema 2 y A1, Ay son los valores
propios obtenidos en el lema 1.

Demostracion. Derivando se obtiene

1 1
wp—_mm Wm = 5, Wpm = —72 = Wmp
v Z , (2.2.6)
Wpp = 2;73’ Winm = 0
y

_ . m / _ 1 _ 1 _
Zp —p7+u(p), Zm =5 Zpm = 53 = Zmp (2.2.7)
Zpp = 2pm3 +u"(p), Zmm =

Multiplicando (2.2.1) por w, y ws, respectivamente se obtiene

Wppt + WpMyg + wpp:cu<p) + wppu’(p)pz = €WpPzx

2
WMy + wmmm%" — Wy Pz <%> + WM u(p) + Wi pamt! (p) + W F = €WmMag.
. m p . . .
Por (2.2.6) se tiene que w, = ——wWy, ¥ Wy = —-—w,, esto permite reescribir la expresion
p m

anterior asi

WpPt — wmmm% + wppzu(p) + wppu/(p)px = €WpPzx
WMt + wmmw%” + wppz% + wmmxu(p) — wppzpu’(p) + wm% = €W, Myy-

Factorizando tenemos que

wppr + wnme (=) +wope (ul(p) + pu'(p)) = wppra
Wiy Mt + Wiy My (27771 + u(p)) + wppx(% - pu’(p)) + wm% = €WmMgy,

sumando las dos ecuaciones se obtiene

m m m
WpPt + WMy + wmmac(z + u(p)) + wWppx (; + u(ﬂ)) + wm? = f(wppacac + wmm:m:)-
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m
Como w; = wppr + WMy, Wy = Wppe + WMy y A2 = — + u(p), reemplazando en la
P

expresién anterior tenemos que

m
Wy + Aowy + W7 = e(Wppra + WmMaz).

Como Wy, = wpp(pgc)2 + Wy (M) + 2Wpm Pz My + WpPre + WMz

m
wi + Aowg + wm? = €Wgxy — E(wpp(px)Q + wmm(mx)2 + 2wpmpxmx> .

Por (2.2.6)
wy + Agw w (Zm(p)2 2pm) m
+ QWy = € —€(2— - — - —.
' m My .
Teniendo en cuenta que m = p(v — u(p)) y que wy = —ﬁpz + i se obtiene
2¢ v — U
Wi + NoWy = €Wgy + — Wy Py — J (2.2.8)
p T
Por las condiciones (.0.2) se tiene que _’U—Tu(p) < 0, por lo tanto,
2¢
Wy + AWy < €Wgy + ?wxpx. (2.2.9)

Se busca una desigualdad similar para el segundo invariante de Riemann, multiplicando
(2.2.1) por z, y zm respectivamente se obtiene

2ot + 2+ 2pp (1(p) + pu'(p)) = €2y
2
ZmMt + ZmMy <2Tm + u(p)) + ZmPx (mu’(p) - (%) ) + Zm% = €ZmMgy-

m
Por (2.2.7) se tiene que z, = zn, (pu’ (p)— —), esto permite reescribir la expresién anterior
p
como

ZpPt + ZmMy (pul(p) - %) + 2ppPz (u(p)
ZmMyt + ZmMy (277” + u(p)) + 2pp (%

Sumando las dos ecuaciones se obtiene

m , m , m
ZpPt+2m M+ 2m My (Z‘FU(P)‘FPU (P)>+prz (;—l—u(p)-i-pu (p)>+zm? = €(prm+2mmm)
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Como zp = 2ppt + 2mMy, 2 = 2pPa + ZmMz Y A1 = m +u(p) + pu'(p), reemplazando en
P

la Gltima expresion se tiene

m
2+ AM2g + Zm? = E(prxm + mexz)a

COMO Zyy = zpp(pm)2 + Zym (Ma)? + 22pmpPaMa + ZpPaz + ZmMaa,

m
2t + M 2gp + Zm? = €Zxyx — G(pr(px)Q + me(mar)Q + 2mepzmx> .
Por (2.2.7)

2

m
2+ M2z = €2er — €p2 (2;/% - ?m%) —eu"(p)(pa)” — T’

. / m mil? ;. . .z . ’
teniendo en cuenta que 2, = (u'(p) — — ) px + —, la tltima expresién se reescribe asi
p P

2¢ 2¢ V— U
2+ M2e = €20 + —poze — —(p2)?u (p) — €(pe)*u” (p) — Jj
p p T
reordenando
_ 2¢ € 2 / " v — U(P)
2t + M2y = €200 + ;pmzx - ;(px) 2u'(p) + pu”(p)) — —

Por las condiciones (.0.2) se tiene que —E(p;lc)2 (2u'(p) + pu”(p)) - v—Tu(p) < 0, por lo
p

tanto

2¢
2t + Mzg < €2gp + ;pxzm. (2.2.10)

Aplicando el principio del méximo a las desigualdades (2.2.9) y (2.2.10) se obtienen las
estimativas

w(p®,m) < Ci(r), z(p°,m°) <Ca(r), (x,t) € Rx[0,7].

Para algunas constantes C1(7), Co(7) independientes de e.

O]

Con la ayuda de los resultados anteriores se procede a encontrar las estimativas a priori
buscadas , primero se encuentra una regién invariante acotada, para ello se prueba la
siguiente proposicién.

Proposiciéon 1. Para todo € > 0 y todo 7 > 0 el conjunto
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Y =A{(p,m) :w(p,m) < Ci(7), z(p,m) < Ca(1), p° > 0,m* > 0}, (2.2.11)
es una region invariante acotada para el problema difusivo (2.2.1-2.2.2).

Demostracion. Se mostrard que las funciones G1(p, m) = w(p,m) — C1(7) y Ga(p, m)
z(p,m) — Cy(7) satisfacen las hipétesis del teorema 1.2.

1. Consecuencia inmediata de la definicion de invariante de Riemann y que VG; = Vw
, VGo = Vz.

2. Calculando explicitamente d?G1(p,m)(n,n) y d*Ga(p, m)(n,n) para n = (n1,12)

om L
2 _ P 2| || — K m f@> ,ﬂ} m
d“Gi(p,m)(n,n) [771 772] [ p% 0 ] [772] 2p3771 P 21
2’[71 m
d2G1 p,m)(n,n) = 2(@772 — LWZ) = —(—nl — 772). 2.2.12
( )( ) P3 1 ,02 pg p ( )
Igualmente

2m1 (m u’(p
d*Ga(p,m)(n,n) = 72(— + ( )771 — 772). (2.2.13)
p 2
Si (n1,m2) satisface Vw(vy,v2)(n1,m2) = 0 se debe cumplir que

() 1 1 ()
O=-m—s5+m—= **(*771 - 7)2>7
A V1 V1 \VU1

reemplazando en (2.2.12) y evaluando en p = vy , m = vg se tiene

6w, v2) () = 5 (P - m) = 2 (0) =0

(2.2.14)

Anélogamente para tener Vz(vi,v2)(n1,m2) = 0 se debe cumplir que

0

V2 1
= —m—5 +mu(v1) + 12—,
V] U1

por lo tanto 7o = m; (Z—f — vlu’(vl)>, reemplazando en (2.2.13) se obtiene
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2 v u”(v v
d2G2(Ulv v2)(n,m) = % <2771 + gm —mn (*2 - Ulul(vl))>a
vi \ v1 2 V1
de donde
2
d*Go(vy,v2)(n,m) = v—é (u"(vl) + 2111'&’(1)1)).
1
Por la condicién (.0.2) se tiene que u”(v1) + 2v14/(vy) > 0 por lo tanto
d*Ga(v1,v2)(n,7) > 0. (2.2.15)

Las desigualdades (2.2.14-2.2.15) demuestran la segunda condicién.

. Como f(p,m) = (0, —7) entonces

0
VGi(v1,v2) 0 f = <— %)%Gi(vl,w)-

Yaquezm:wm:l

VGi(vi,ve) 0 f = (_@> 1 1 vo

Siendo p,m y T son positivos se obtiene

VGi(vi,v2) 0 f <O.

Por el teorema 1.2 la regién ¥ es invariante, ademds las curvas w(p®,m¢) = Ci(7) y
z(p, m¢) = Co(7) se expresan como

mS=C1(7)p",  m = p°Ca(r) — pu(p).

La primera es una recta, teniendo en cuenta las condiciones (.0.2) y derivando la segunda
ecuacién dos veces se obtiene (por simplicidad, se eliminé el superindice € )

P "(p) = pu" (p) = = (2u/(p) + pu (p)) < 0.

Por lo tanto la regién (2.2.11) es invariante y acotada. O

Lema 5. Para cualquier € > 0 y cualquier 7 > 0, las siguientes estimativas a priori se
tienen para las soluciones del problema de Cauchy (2.2.1-2.2.2)

(2, t)] < N(7), im®(z, ) < N(7),  (2,t) € Rx[0,7]

para alguna constante positiva N (1) independiente de €.
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m

[g

Figura 2.1: Region invariante X.

Demostracion. La proposicién 1 muestra que la regién (2.2.11) es invariante y acotada,
obtenemos la estimativa

(@, )] < N(7),  [m(z,t)] < N(7),

para una constante apropiada N (7) independiente de e.

O]

Por los lemas 3 y 5 y la observacién 5 es posible aplicar el teorema 2.1, obteniendo para
todo € > 0 y todo 7 > 0 una solucién (p¢,mc) € C*°(R x (0, 7]) para el problema (2.2.1-
2.2.2).

2.3. Resultados de compacidad.

En esta seccién se consiguen las estimaciones necesarias para aplicar el teorema 1.3, el
objetivo de esta seccién es probar la siguiente proposicion:

Proposicién 2. Sean

{ui}t = g(p%),
{@zW%tAUMﬂwa
{us} = pws,

fus} = prut (w +u(p")),
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para un subconjunto Q2 abierto y acotado en Rx (0,00), w el primer invariante de Riemann,
f(s) = —su(s), g una funcion suave arbitraria y k constante, entonces {ug}, {us}, {us}, {uj}
convergen débilmente en L*(Q) y

son compactas en H;,1(Q).

Observacion 6. Por el lema 5 se tiene que {p°}, {w} son uniformemente acotadas en
L*(R x (0,00)). Por lo tanto, también lo son las sucesiones de la proposicién anterior
debido a la continuidad de las funciones g , v y la desigualdad triangular.

Por el teorema de Banach-Alaoglu (ver [21]) existen subsucesiones (atin indexadas por €)
que son débilmente convergentes.
En lo que resta de esta seccién se prueba la compacidad en H, l;g (R x (0,00)), primero se

encuentra una cota en L!(R) para la derivada parcial del invariante de Riemann w; (e, t).

Lema 6. Para el primer invariante de Riemann obtenido en el lema 2 se tiene que
oo
/ |wy| (z,t)dx < M,
— 0o
para alguna constante positiva M.

Demostracion. Derivando con respecto a x la ecuacién (2.2.8) y teniendo en cuenta que
w=uv—u(p):

2€ Wy
Wiy + <)\2wx> = EWggy + ( P wxp:r:) - .
x

T

T

Haciendo 0 = w, se tiene

0

0t (M) = chr+ (ifepx)x -2

Multiplicando la ecuacién anterior por una sucesién de funciones ¢’(, o) indexadas por «
se tiene que

g(0): +¢'(9) <>\2) x9 +9(0)2r2 = €g'(0)0zz — g'(0) 7 + 2¢4' () (Q%L

Como €g(0)ae = €9 (0)03 + €g'(0)0aq :

00+ 9/0)(2a) 0+ 900002 = eg(O)s — e O — o (0)7 + 25 0) (022) .
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Sumando y restando ()\2) g(0), obtenemos

90+ (900) 22) + (%) (89'(6) = 9(6)) = eg(0)a — eg"(0)6% — g'(6) 7

+2e9(6), (%) + 2@(9)9(%)35.

Sumando y restando 2eg(6) (%’)m
90+ (900) 22) +(%2) (89'(60) = 9(0)) = €g(0)2x — g (0)6% — ¢ (0)

+ (%ﬂ@)%)x + ze(eg'(e) - g(e)) (%)

T

Tomando g(6, ) que satisfacen g(6, ) — |0, ¢'(0, ) — sgn(8) y ¢"(6,a) > 0 si a — 0,
entonces

B+ (161 %), = elbl, - cg"@)62 = G (26101 2) < el + (2el0 ) .

valido en el sentido de las distribuciones, integrando sobre una franja R x (0,t)

//) 0], ds dz < // [e\ﬁlm + (26 0] %’)Z - (yey &)J dsdz,

Rx(0,t Rx(0,t)

obteniendo

/<|0(x,t)| - |9(m,0)|) dz < 0.

R

Como la variacién total de w(zx, 0) es acotada se tiene que / |0(z,0)| dv < M para alguna

R
constante positiva M , por lo tanto

/]wx(x,t)]dx < /\wx(x,O)] d < M.

R R

Con la ayuda del lema anterior se procede a probar la compacidad de las sucesiones.
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Lema 7. La sucesion

(s6)), + (st - | " dr)is)

T

es compacta en H; - (R x (0,00)), donde f(p) = pu(p) y g es una funcion suave arbitraria.

Demostracién. Multiplicando ¢’(p) en la primera ecuacién del sistema (2.2.1)

g (p)p: + 9 (p) (m +p U(p)) = ¢g'(p) Pz

x

Como g(p)t = g'(p)pt » 9(P)zz = 9" (p)(p2)* + ' (p) P2z » M = puw,

(g(p))t +4'(p) (pw +p U(p))z = 6(9(0)) —€g"(p)(p)*

Tx

Como (pw +p U(p))x = pzw + pwy — f'(p)ps , donde f(p) = —pu(p),

(g(p))t +4'(p) (pa;w + pwy — f’(p)px) = e(g(p)> —€g"(p)(px)*.

rx

Distribuyendo y reordenando tenemos que

(500)), +w(90) + 9o — ([ 1615 51ds) = e(ato)— e )"

Sumando g(p)w, a ambos lados de la ecuacién

(g(p))t + (wg(p) - /p f’(S)g’(S)dS)x = e(g(p))m —eg"(p)(p2)? — 9 (p) pwa + g(p)we.

Obteniendo

(g(p)>t + (wg(p) - /p f’(S)g’(S)dS)w = 6(9(/}))m —€g"(p)(pa)? + wy (g(p) - g’(p)p>~
(2.3.1)

Se aplicard el Lema de Murat 1.4 en (2.3.1), con este objetivo se prueban las siguientes
proposiciones.

Proposicién 3. La sucesion w¢, (g(pe) - g’(pe)p€> es acotada en A (R x [0,00)).

Demostracién. Sea € un subconjunto compacto de R x [0,00) , teniendo en cuenta que g
es continuamente diferenciable y que p° es acotada independientemente de e:
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/ 9(p) = ¢'(p)p°] lwe| d dt < 01/ |we | dz dt.
Q Q
Por la estimacién obtenida en el lema 6, se tiene
[ 1ot = ool o de < Crt | e = Crdtuen)
Q4
Q

donde 1(€2) denota la medida de la segunda proyeccién de (2.

Por lo tanto la sucesién es uniformemente acotada en L, (R x [0,00)) lo cual implica que
es acotada en .Z (R x [0,00)). O

Proposicién 4. La sucesion eg”(pe)(p§)2 es acotada en A (R x [0,00)).

Demostracion. Por (2.3.1) se tiene que

&g () () = ¢(9(0))

Trxr

+ w, (g(p) - 9’(/))0) - (g(p)>t - (wg(p) - /p f(s)g'(s)ds

Multiplicando por una funcién ¢ € C5°(R x [0,00)) e integrando

/ / )(pz) qutdac-/ / ,0 gbdtdz
+/_Oo/0 w, (9(0) ~ 4/ (0)o ¢dtdw—/ / ) 6 dt do
_/Z/Ooo<wg /f ). dt da.

Integrando por partes

/ / )(p2)?¢ dt da:—/ / p)Paa dtdx+/2/0mwx(g(p)_g/(p)p)¢dtd$
/ / p)¢r dt dx
+/_oo/0 wg(p /f $)ds )6, dt dz < N,

para una constante positiva N que depende de ¢, por lo tanto la sucesién g” (,06)(pfv)2 es
acotada en L} (R x [0,00)) lo cual implica que es acotada en . (R x [0,00)).

Proposicién 5. La sucesion e(g(p€)> es compacta en H;, (R x [0,00)).

Tx



CAPITULO 2. ACERCA DEL PROBLEMA DE CAUCHY. 29

Demostracion. Sea ¢ € HE (R x [0,00)) e integrando por partes tenemos

//e(g(p))MQS du dt| = // ) n dar dt| < // ) 6

RxR+ RxR+ RxR+

dx dt.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

//e(g(p qbd:z:dt<< // dmdt>%<R4+¢idazdt>é

RxR+ RxR+
(p)) ¢ dxdt gf( ’()2§d dt)2< P3d dt>2
J[elow) el = ([ ') ( ff o

Como v/eg'(p)ps € Lio(R x [0,00)) se tiene que

ti | [[ e(ot0)) o do at] < g%ﬁ( /] e(g’<p>)2pidazdt>é< / @%dxdt)%—o,

RxR+ RxR+t RxR+t

por lo tanto la sucesién e(g(pe)) es compacta en H; (R x [0,00)).

rx

Ahora se concluira la prueba del lema 7.

(R x

[0,00)), por las proposmlones 3,4y 5 se cumplen las hipotesis del teorma 1.4, luego la
sucesién es compacta en Hy L (R x (0, 00)).

loc

Como (g(p€)> + ( ywe— [ g P ds) es uniformemente acotada en L$°
t

O]

Lema 8. Las funciones

mE

n(pS,me) = G(;)pﬁ y q(pS,me) = G(TZ:) (m + pu(pf))

forman un par de entropia-flujo para el sistema (2.2.1), donde G es una funciéon suave
convera.

Demostracion. 1. Se mostrard que n(p, m) es convexa.
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Calculando las derivadas

2
m m m
= (2). e

m 1
72G”<7>7 Thmm =
p P
La matriz Hessiana asociada a n(p, m) es

con polinomio caracteristico

A[A (o) e ()]

1 2

m m

m < o
pPr\pP P

lema 3 ambas raices son no negativas, por lo tanto 7 es convexa.

), ya que G es convexa y p > 0 por el

Cuyas raices son \; =0y Ay = G"(

2. Tomando la matriz DF calculada en el lema 1, se tiene que V) DF(p, m) = Vq(p, m).
Lema 9. La sucesion

O

() o+
es compacta en H; L (R x (0,00)).

xT

entropia del lema 8,

Demostracion. Multiplicando el sistema (2.2.1) por (n,(p,m), nm(p,m)), donde 1 es la

2
m
NpPt + Mp (m + PU(P))T + DM + M, (7 + mU(p)) = €NppPaz + ENmMay

m
- nm?-
Por la regla de la cadena Nxx — PzMpx — Mallmx = TpPxx + NmMaz, M = NpPt + NmMmy, se
tiene

m2
Nt +1p (m + pU(p)L + m " + mu(p)

) = 6(771‘93 — PxNpx — mxnmx) — m
x

m

?-
Nuevamente por regla de la cadena (m + pu(p)) = (m + pu(p)) Pz + (m + pu(p)) My,
T o m
(’%2 + mU(p)) = (%2 + mu(ﬂ)) pz + (%2 + mU(p)) my
@ p
ecuacion anterior como

m

permitiendo reescribir la
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=N+ pu [np (m + pU(p))p + Nm (nj + mU(p))J
e (m+ ) (" )|

m
6<77x:v - pxnpaz - mxﬁma}) - nm?

Por el lema 8 se sabe que ¢, = [np (m + pu(p)) + Nm (m?? + mu(p)) }, qm = [np (m +
p

pu(p)) + m (nﬁ + mu(p)) }, entonces
m p m

p

m
Nt + QpPz + gmMy = €<773:x — PxNpx — mxﬂmr) —Nm-

T
Por regla de la cadena

m

Nt + Qo = €Ngz — €<px77pac + mxﬁmx) - nm?-

Reemplazando los valores de 1y:, Nmaz, 1, ¥ reordenando se obtiene

€ m m m.m
Mt + 4w = Nz — 7G”<7) (72/)93 - 27mxpx + mi) — G,(f)f
P P p
Reemplazando w = % y factorizando

_ € _m 2 v
Nt + Qo = €Nax pG (w) (mx P px> G (w)

SIE

Esta dltima expresién es equivalente a

m

M+ Qo = Nea — G (w)puwl — G’(w)?.

Teniendo en cuenta que m, T son positivos, escogiendo una funcién creciente G, se tiene
la desigualdad

G" 2 - _ _

eG"(w) pwy, < €Ngx — Mt — Ga-

Multiplicando por una funcién ¢ € C§° (R x (0, oo)) e integrando por partes

// G (w)pwie¢ dt da < // ENGye dt dx+ // engy dt dx + // €qp, dt dox < M,

Rx(0,00) Rx(0,00) Rx(0,00) Rx(0,00)

2
para una constante M que depende de ¢, por lo tanto la sucesién eG”(w®)p (wi) es

acotada en L}, (R x [0,00)), escogiendo una funcién G estrictamente convexa se tiene que

ep* (w§)2 es acotada en L}, (R x [0, 00)).
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Por la segunda ecuacién en (2.2.1) basta con mostrar la compacidad de e(wp),z, se puede
reescribir como €(wgp + wpy )z, multiplicando por una funcién ¢ € HF(R x (0,00)) e
integrando por partes

//6<wpx+pwz)$¢> dz dt| = //E(wpx+pwx>¢x dx dt|.

>0 £>0

Por la desigualdad triangular

//e(wpr—l—pwx) o dx dt| < //|ewpm<bm| dx dt+/ lepwyds| dx dt.

>0 £>0 >0

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

//e(wpﬁpwx)xqb dz dt| < ﬁ(tgw%i da dt) (//epi dx dt)

>0 >0
+\/E(//qug2ﬁ dz dt)é(//epwi dx dt)é.
>0 >0

Como €p° (wg)Q, eg”(pG)(p;)2 son acotadas en L] (R x [0,00)), usando una funcién g es-

trictamente convexa y tomando limite en la expresion anterior se tiene que

lim //e(wpm —I—pwx) ¢ dzx dt| =0,
e—0 T

£>0

por lo tanto e(w*p®) ., es compacta, luego <p5w5> + [pEuf (wg—l—u(pe))} es compacta. [J
t

xT

Los lemas 7 y 9 junto a la observacion 6 prueban la proposicién 2.

2.4. Convergencia a solucion débil.

Primero se muestra la convergencia puntual para una subsucesién de {p} y {m*}.

Usando la proposicién 2 y tomando g(p) = —pu(p) = f(p) v g(p) = p respectivamente se
tiene que las sucesiones
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{uy = £,

p€
[ Vst — /288
(w5} = £(5°) A(ﬂ(m,

{us} = o,
{ug} = pw® — f(p%),

satisfacen las hipodtesis del teorema 1.3, por lo tanto

uSug — uSu§ = u§ uf — uf us, (2.4.1)

donde uiff denota el limite débil de u§ en el sentido de las distribuciones.

Debido a que

it s = 1) (o~ 1) = o (1~ [ (7).

2

m@—@@zﬁéﬁfﬂwm—wwﬂ.

Reemplazando en (2.4.1) se obtiene

o [ s = (160) = 70 o= 76 -7 st [ (s

— e P e "o
Sea p = p¢ y teniendo en cuenta que /k (f)?*(s)ds = / (f)*(s)ds —/ (f)*(s)ds, se
p p

tiene que

2

p* /ppé(f/)2(8)ds - (f(lﬂ) = f(p°) p*we — (f(p5)>2 +p/pe(f,>2(8)ds — 5 fp ).

La tdltima expresion se reescribe como

(w@ﬁ?ﬂmws(ﬂmfzﬂﬁmwe(ﬂmfeﬂww.

2
Sumando 2f(p) f(pe) — (f(p)) y reagrupando se obtiene
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Obteniendo la igualdad

(o= 0) [ 21 (5069 - 100)
P (2.4.2)

Nuevamente usando la proposicién 2 y tomando g(s) = s, por el teorema 1.3 se tiene

e g — F ()7 () = wef(pe) = prwe prue — ()] = e (we) " = wes ()] =0,

por lo tanto,

Reemplazando en (2.4.2)

(= ») / " (s — (160 - 10) + (T - 10) = (7)o ().

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(£~ 1)) = ( / f’(S)ds>2 < (F~n) ( [ (f’(s))st),
(fore ey~ (Q/(ps)é(pe)%ws ica) < ([ ([ ()" o)

Q

Por lo tanto

2

(=) [ G200 (1) 101) " = 0

2 o 2
<pewe) _pe ,06 (we> S 0.

Entonces la ecuacion (2.4.3) satisface
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obteniendo

() / " (essas - (1) - 1)) + (o) - £0) =0, (2.4.4)

(W)Q — p€ p¢ (w5>2 =0. (2.4.5)

implica

tiy [/ ((pE o) [ " Pss — (709 - f(p))2>dwdt —o,
o P

por lo tanto

lim / / <<P€—P> / " (F)2(s)ds (f<p€>—f<p>)2>dxdt=o, (2.4.6)

donde Q, = {(z,t) € Q: [p* — p| > a}.

(
Se calcula di [(9 p — (f(9) - f(p)>2] ;

2 [(0 ) / (s - (1) - f<p>)2] ~ (- p) ('(0))?
6
+/p s)ds — 2<f >

(£0) ~ () s

Como f"(s) = —2u'(s) — su’(s

= (0-0) [ (2()ds = (700

) es distinta a cero en casi todas partes, la aplicacién

2
— f(p)) es creciente, por lo tanto para p¢ > p + «

- / 9<f’<9>> as+ | (7)) - / 2'(6)d
/

S
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Como el lado derecho de la ultima desigualdad es no negativo se tiene

(0-») / (#Pes - (£6) - 1) > Can

para alguna constante positiva C, independiente de ¢, luego

S (G0 [ s (16 - 50) o > o),
Q3

donde QF = {(z,t) € Q: p° — p > a}, andlogamente

// ((pe - p) /ppe(f’)Q(s)ds — (f(pe) - f(P))2>dxdt > Cupt (Q;)
Q%

donde Q = {(z,t) € Q: p°—p < —a}.
En virtud de (2.4.6) se tiene que

h’mu(Qa> =0.
e—0

Luego p¢ converge a p en medida, y por lo tanto existe una subsucesién (atin denotada)
p° que converge a p en casi todas partes y de (2.4.5) se tiene la convergencia de w®.
Por lo tanto existe una subsucesion (p¢, m€) que converge a (p,m) en casi todas partes.

Finalmente se muestra que (p,m) es solucién débil para el sistema (2.1.1-2.1.2).

Sea ¢ € C3°(R x [0,00)), multiplicando por ¢ la primera ecuacién sistema difusivo (2.2.1)
e integrando tenemos que

//pt¢d$dt+/ me + pfu(p )) qbd:cdt—//epmgbd:cdt_o

t>0 t>0 t>0

Integrando por partes

//p ¢ dx dt+/ m+pu(p d)x dx dt+// €P° Pya dx dt+/_oo p(z,0)¢p(x,0)dz = 0.

t>0 t>0 t>0
(2.4.7)

Andlogamente para la segunda ecuacién del sistema difusivo (2.2.1)
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// me¢y da dt + // ((,7;;)2 +meu(p€)>¢x dx dt — // €M Gy dxdt

>0 >0 >0
+ // m? ¢ dx dt +/ me(x,0)¢(x,0)dz = 0.
>0 -

Tomando limite cuando € — 0 en la tltima expresién y en (2.4.7) se tiene

// pPy d dt + // (m + pu(p))éz dx dt + /_Z p(x,0)p(x,0)dz = 0,

t>0 t>0

/ mey dz dt+// (”;2 +mu(p))¢z dz dt+// % ¢ dz dt+/oo m(z,0)¢(z, 0)dz = 0.

—0oQ
>0 >0 >0

Las ultimas expresiones muestran que en efecto (p, m) es solucién débil para el problema
de Cauchy (2.1.1-2.1.2).
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